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Fonctions continues
.
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Déf Unefonc.fm/-:E-sFestconhnueenunpo.ntxo-cEsifi;y.fcx1--fool
t.mu

3 conditions de

(a)
ftp.fcxsc-Rexiste '

;conhnuité def
(2) fest fiendéfinieenx -- Xo "

en ✗ = Xo

(3) life
.

-11×1=1-1%1
Ex

.
(1) fix)= XP, pear est continue sur IR : lim ✗

"
= at ta c- IR

✗→ a

(2) Tout polynime est continue sur IR (operation algébriques) .
(3) Ponte function rationed our son domaine
(4) f- 1×1 = if' est continue our son doma.net/pc-/N(limrx'--ra;aso)

✗→ a

(5) flxt-s.me/-glx)--cosx sont continues sur IR .

him sink = since Dém .

. Isihx-s.hu/--Is.nf-E+X-za)-sinfE-X-za-H-x-ia--1sinFE-#--+ cost'¥)sm(¥) -

s.nl#z-Yt-)+aos(*a-)s.nf--a)1-=21sinlE)cosf--E)K-21sih(⇒1<-21×7-1*0
¥1 ⇒ him Sihx -_ Since

✗→a



- 136-Critére de Cauchy pour les fonctons continues .

f- : E → F définie au voisin age
de ✗ = ✗☐

et eux
.
Alon fest continue

eh ✗ = Xo ⇐>

si et sentiments ;
'VE > ° 78>0 : thick c- {✗ C-E : 1×-41<-5}

,

on a lfcx, ) -false .

.

Déf f:-[→ F est dik
continue a' droit ca'gauche ) enx.EE si

lim fan -

- fam (resp. Ez. fan --fix. )) .✗→ ✗I

Remarque . f est continue en x=x
.
<⇒ elle est continue a'gauche et a' droit

eh ✗0
.

Ex
. fan = { 2×+1 , ✗ 70 Étudier la conhnuilé de fen ✗ = 0

.

kh¥
,

✗ 20

¥7, fix> = fine, (2×+1) = 1
2×+1

¥7. fix -- Emo. "¥ = 1 } ⇒ ¥%fcx1=1
f- (01=(2×+1)/* g-

1¢ fest continue

⇒ finest continue en ✗ = 0
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Ex

glx )= {
2×+1 ✗ > 0

2
,
✗ = 0 2×+1

I "¥
,
✗ < 0

g±
91×1

limglx-limglxl-1-l.in gcx)✗→Of ✗→0 ✗→ 0

Mais g 103=2 # lying gal ⇒ 91×1 n'estpas continue en ✗=o
.

Operations sur les functions continues.
Si f et g sont continues en ✗ = Xo

.

odors

4) ✗ftp.g est continue en ✗ = ×. V-x.pe/R
(2) f. g est continue en ✗ = Xo

(3) £g est continue en ✗= Xo si glxo) -1--0

(4) Si f. E- → F etg : G-
' H

, f-(E) CG.effesfconlnueenx.EE
g
est continue enfcx.se G. Alers (g.f) est continue enxo .

Ex
- fat = "h¥g-¥ isf.com/muesurpRemar9uei(gof1estconb.nueenX--Xo

☒ f- continue en ✗ o
g
continue enfcxo)

(Voir [DZ § 4.3.10])
.



Pro longmont par continuité dune fond -

on en unpoint. -138-

Def. Soit f: E-→ tune foncton tell que c ¢Elf n'estpas definiens ✗=D
et Eng fan EIR exist . Alors lafonction f- : EU {c) → R

ICH -41 { fail , ✗ c- E

firn fix) ,
✗ = c.

est appelée leprolongementparconhnnité def an point ✗ =c
Un teh prolongement est unique et la fonction fest continue en ✗ = c.
Ext

. fix , = ✗ sin (E) , Dlf/ = RYO}
-
-Piet limxs.nl#--O.

✗→ 0

⇒ le prolongmeatpar condmiilé fix ) = {
✗ sink)

.

✗ +0

0
,
✗=O=

> § continue sur R
.

E-✗ 2
. fix)=Ñe¥÷ sur 1-4,01 V30, -1

Trower leprolongementparconhnuité en ✗ = O s
'il exist

.

G÷¥¥=E%¥¥ie¥i¥%¥aiñ ¥1s
F- I

lying e¥=1 ⇒ §w={rÉ! ,
✗ € f- 4,01 V30, • [ Dlf) -1-4, •I

f- ,
✗ = 0

.
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.

Fonctions continues sur un intervale

Déf. Une friction f. I→ Foie Iest un intervale ourerte non -
ride

est continue sur I si f est continue en toutpoint ✗ c- I
.

f- : [a. b] → F est continue sur la, b) si elle est continue sur ]a. lol
a < 8 →

convertet continue a'gauche en ✗ = bet a' droite en ✗ =a
.

Ex
- fun = { ¥+3 ✗ + -3-2 est continue sur ]-3-2,51 ; sur 1-1,5]

,

sur ]-3-2,0 [

0
,

✗ = -3-2 elle n'est pas continue sur f- 3,5] .

'Théoreme Soit a < b EIR et f :[a. to] → F une fonch-on continue
sur l ' intervale fermi et borne

'

lab]
.

Alors f attaint
son infimum et son supremum sur la

, b)
.

(⇐> 3- max fan et 3min fix)la
, b) lab] Demonstration

:

Exercise : Démontrer que f est bornée . [Voir DZ § 4.3.21]



Remarques (1) Fhm : Unefonctioncontimeesurun.in/ervallefrmiborneaAeen1-

sonnf.tl/0sonsup0flxt-f2-x?xEl-11H0} fw={ ¥ ,
✗ c- 70,1]

0
,
✗ =D 1

,
✗ =D

f. 1-1,1 ]→1R n'utpasconhnue f :[0,1 ] → IR
n'est pas continue enx=O

.

• •

enX=O ; supfcxl -_ 2. mais
1-1,1] f- n'estpasbornéesurfi,☐

f- n'atteintpassonsupsur ⇒ supfniexiskpas .

•

f- 1,1] •

f- 1,1]

G) Thin :Une function continue surunintervalkfermébornéalteintsonsupetinf.
-51×1=2 -I :]-1 ,1[ CIR fix)='-× : ]O,1]→tR
interralkouiert inlervalksemiiouvert

o o inff-1.maisf-s-i.ie lesupfnkxiskpas
n'atteintpcissoninf sur ]-1.11

.

sur ]-1,11
.
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Théoréme de la valuer intermediaries (TVI)

soit a < b c- IR
, f:[a. b) → /Rune function continue .

A hors f-attaint
son sup, son inf et toute valuer comprise entre les deux

.

f- (Laib)) = [ minfly , maxfcx)] IDZ § 4.3.22]
Taib] fail]

En particulier, f attaint toute valuer comprise entire fcaietfcbj
'Thm : V-cc-fmin.fm , maxfcxl ] Fan moinsunx : fix)=C .

19,6] fail]

Ext
.

Ex 2
.

valuers - -
- max fix)

def 3- ×
.
:flxot-csurla.li max fat

: t " ' " '
•

I ' l l '

'
.

s
'

i
'

y
'

1 ! I × , ✗a \
a ✗ o b "

y FX
,
Xx :

"

I

fly)=§×4=Cmin¥.
-
-

-
-
- - -

-
-
-⇒

.
. - min fan
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Corolla ire 1
.

Soit a < 8 c- IR et f:[a. b) → Rune function continue .

tell
que f- (a) if(b) < 0 .

Alers il exist an mansunpoint ce ]a , lol :-/(c) = 0 .

Ex Démontrer que
l'e'qua.fm shxt 1*-4--0 posse'de au mans
deux solutions sur lo,ñ]

.

fix)= bihx + ¥4 est continue sur lo
,
I]

.

- fermi borne
'

.

⇒ Le théoréme de la valuer intermedia're s
'applique

f- (o) = Sino +¥ = -4<0

g-
> f- 101 .f(E) < 0 ⇒
Fan moms run ×, c- 19¥] :

f- (it) = sihñ + ¥4 = 0 + ¥-5 < 0
f-1×1--0.

f-(E) = Ah +- ¥4 = It ¥,> 0
⇒ f- (E) iflñlco ⇒ Fan moms
Uh Xz E IE

,

IT] : fast = O ,

X
, =/ Xz paraque f-(E) -1-0.

⇒ 3- an moms 2 solutions de l ' 'equation fast --0 .

sur liinterralk to,ñ]
.
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Ex
.
Deinontrer quit exist une solution de l'equation cos✗ = ✗

sur l
'intervale 19¥]

.

f-1×1 -_ cosx - ✗ continue sur R
.

f- 101 - cos0-0=1 > O

fl = cos"I - E-- O -¥ < o } ⇒ Park TVI il exist au mansune solution de l'equation cosx-- X sur]0,5-1
.

On peut faire mieux : y -- Accosx

une solution se trave dans 3¥
,
I

✗ = ✗

f- (E) = Ez - I < 0

1247T¥ Tf, ←og-¥ :

⇒ une solution de cos#x Ii :

f- (%-) -- Ff - If > O
se trave dans

* ×. ±

6 4 f- cosx
3¥ I

¥ >% ¥
,
¥
,

Remarque : cesxo = Xo ⇒ cos (cos Xo) = cos ✗☐
= Xo ⇒ cosxo = Arccosxo

.

⇒ ✗
o
est aussi une solution de l

'

équatm cos✗ = Arccosx
.


